Lauseloogika: Hilberti siisteem

o Hilberti siisteemid on klass tdestussiisteeme (proof systems).

o Tdestussiisteemid on vahendid semantiliste iildkehtivuse ja
loogilise jarelduvuse argumentide formaalseks esitamiseks.
Tdestussiisteemi pdhiiilesanne on loogilise v6i matemaatilise
keele kdigi valemite hulgast eraldada vilja teatud
alamhulk—teoreemid. Teoreemideks loetakse need valemid,
mida kindlatest ldhtevalemitest ehk aksioomidest kindlaid
tuletusreegleid (inference rules) I8plik arv kordi rakendades on
vBimalik tuletada.

Taotlus on, et valem oleks teoreem parajasti siis, kui ta on
ildkehtiv.

o Hilberti siisteemid: v3imalikult vihe tuletusreegleid, aksioome
(Bieti aksioomiskeeme) vBib olla palju.



o Lauseloogika Hilberti siisteem (iiks mitmetest v3imalikest):

o Aksioomid (Bieti aksioomiskeemid):

AD(BDA)
(AD(BD2C)D>((AD>B)D(AD ()
(AD>-B)D ((AD B)D>-A)
-—ADA
T
1>oC
AD(BDAAB)
AANBDA
AANBDB
ADAVB
BDAVB
(A>C)>((Bo>C)>(AvBD())



o Uks tuletusreegel:

A ADB
B (modus ponens)

e Valemi A téestused (proofs) on hulk valemipuid, mis on
defineeritud induktiivselt jargmiselt:

o kui A on aksioom, siis A (kui Gihetipuline valemipuu) on A

tdestus;
o kui Ag,..., A, ja B moodustavad tuletusreegli rakenduse ning
Dy Dn
Dy D, A ... A
A1,... A, on valemite Ay, ..., A, tdestused, siis B

on valemi B tdestus.

e Valem A on tdestatav (provable) ehk teoreem (tahistus - A),
kui A-le leidub t&estus.



o Valemi A tuletused (derivations) valemite hulgast ' on hulk
valemipuid, mis on defineeritud induktiivselt jargmiselt:
o kui A €T, siis A (kui lhetipuline valemipuu) on A tuletus I'-st;
o kui A on aksioom, siis A (kui {ihetipuline valemipuu) on A

tuletus I-st;
o kui Ay,..., A, ja B moodustavad tuletusreegli rakenduse ning
Dl Dn
Dy D, Al ... Ag
A1,... A, on valemite Ay, ..., A, tdestused, siis B

on valemi B tuletus I-st.

@ Valem A on valemite hulgast I' tuletatav (derivable) ehk tema
Jjareldus (consequence) (tdhistus I = A), kui A-le leidub tuletus
[-st.

e () + A parajasti siis, kui - A (ehk A on tiihjast valemite hulgast
tuletatav parajasti siis, kui ta on tdestatav).



o Niide: Valem p D p on tdestatav.

(p>((PDpP)DP)
po((pop)2dp) DWP2(PDpP))D(PDP)
p2O(pDp) (p2(P2pP))D(PDP)
pOp

e Niide: Valem g D r on valemitest p ja ¢ D (p D r) tuletatav.

p po(gop) 92(>Dr) (@2(>r)>((¢g>p)D(9Dr))

qop (g>p)D(92r)
qgq>or




@ Osutub, et toodud Hilberti siisteem on lauseloogika jaoks
perfektne tdestussiisteem: korrektne ja taielik (tdestusi me
siinkohal ei too).

o Korrektsuse teoreem: Kui - A, siis = A. Veel enam, kui ' - A,
siis [ = A.
SBnades: T&estatavusest jareldub loogiline tdesus,
tuletatavusest jareldub loogiline jarelduvus.

o Tiielikkuse teoreem: Kui = A, siis F A. Veel enam, kui I' = A,
siis [ - A.
Sonades: Loogilisest tdesusest jareldub tdestatavus, loogilisest
jarelduvusest jareldub tuletatvus.

@ Siit aga ei tulene, et Hilberti siisteem oleks eriti kasulik
praktiliseks tautoloogiakontrolliks tdestatavuskontrolli kaudu.



@ Jirgnev deduktsiooniteoreem vdimaldab tuletusi drastiliselt
liihendada ning on abiks ka taielikkuse teoreemi tGestamisel.

@ Deduktsiooniteoreem: Kui T U {A} F B, siis - A D B.
(Paneme tahele, et vastupidine kehtib ka, aga triviaalselt.)

@ Tdestus. Induktsiooniga B tuletuse jargi (I' U {A})-st.

o Kui B tuletus (I' U {A})-st on iihetipuline puu B, siis B €T,
B = A vdi B on aksioom. Kui B = A, siis [ - A D B meie
vastse tihelepaneku pdhjal, et - A D A. Kui B €T v&i B on
aksioom, siis on A D B I'-st tuletatav jargmiselt:

B B>(ADB)
ADB




o Vastasel korral on B tuletusel (I' U {A})-st kuju
C CoB
B

ning induktsiooni eelduse pdhjal on siis AD> Cja AD (C D B)
I-st tuletatavad. Sel juhul A O B I'-st tuletatav jargmiselt:

: AD(&DB) (AD(CD>B)D(ADC)D>(ADB))
ADC (A>C)D>(ADB)
ADB

e Niide: Kuna me veendusime, et p,g D (p D r)F g D r, siis
deduktsiooniteoreemi pdhjal vdime olla kindlad, et

pO((gD>(PDr)D(gDr)).



