Aksiomaatilised teooriad

@ Kui loogika on keel, kus loogikaviliste siimbolite tdhendus on
vaba, siis matemaatikas ja loogika rakendustes ildiselt peame
me silmas mingit kindlat {iht interpretatsiooni (nn kavatsetud
interpretatsiooni) v&i siis interpretatsioonide klassi.

Néitena sobib predikaatloogika interpretatsiooni pdhihulgaks
sobida mistahes hulk ja siimbolid =, 0, + vdivad dldiselt
tahendada milliseid relatsioone ja funktsioone tahes, kuid me
vdime silmas pidada konkreetselt naturaalarve, vérdust, nulli ja
liitmist.

@ Sellises olukorras rddgitakse loogika asemel teooriast.

@ Aksiomaatiline teooria on teooria, kus huvipakkuv
interpretatsioon vdi interpretatsioonide klass on
spetsifitseeritud mingi 18pliku (v3i lahenduva) hulga
valemitega. Neid valemeid nimetatakse teooria aksioomideks
ning huvi pakkuvad nende valemite mudelid.



Ndide: Range jarjestuse teooria.
Predikaatsiimbol <. Aksioomid:

VxVyVz(x <y ANy <z Dx < z)
Vx—x < x

Need aksioomid fikseerivad, et < on p&hihulga range jarjestus.
Nendest jareldub nt VxVy(x <y D -y < x).



N3ide: V&rduse teooria.
Predikaatsimbol =. Aksioomid:

Vxx = x

VxVyVzy .. Vzp(x = y N Alx] D Aly])

Teine aksioom on dieti aksioomiskeem, kus A on suvaline
valem.

Toodud aksioomid fikseerivad, et = on vdrdus (Leibnizi
mdottes).

Nendest jareldub vahetult nt VxVyVz(x =y Ax =z Dy = z)
ning edasi nt VxVy(x =y Dy = x).



o Niide: Riihmateooria.
o Funktsioonisiimbolid 1, * ja (—)~!. Predikaatsiimbol =.

@ Aksioomid: Vérduse aksioomid pluss

lxx=x
x*x1l=x
xx(yxz)=(xxy)xz
xxx =1
xTex=1
@ Neid aksioome rahuldab iga riithm, nt tdisarvud, null, liitmine
ja vastandarvu leidmine, v3i positiivsed ratsionaalarvud, iiks,
korrutamine ja podrdarvu leidmine jne.



o Niide: Stringide teooria.

@ Funktsioonisiimbolid e, ., predikaatsiimbolid =, C, S.
Aksioomid: V&rduse aksioomid pluss

S(e)
VxVy(C(x) A S(y) D S(x.y))

@ e tahistab tiihja stringi, . on stringi prefikseerimine
tdhemargiga, C on tdhemargisort, S on stringisort.

@ Saame tuletada nt VxVy (C(x) A C(y) D S(x.y.e)).



Vadiksime lisada veel aksioomiskeemi

Ale]nvxiy (C(x)AS(y)A(AlY] 2 Alxy1))) 2 ¥y (S(v) 2 Aly])

(induktsiooniskeem)

Induktsioon kajastab meie tahtmist, et stringid moodustuksid
ainult tiihjast stringist ja juba moodustatud stringidele
tahemargi prefikseerimisest, 16pliku arvu sammudega.

Tulenevalt sellisest konstruktsoonist kehtib, et kui mingi
omadus on tiihjal stringil ja seda omadust evivale stringile
tahemargi prefiseerimisel omadus siilib, siis on sama omadus
kdigil stringidel.

Induktsiooniga saab tdestada nt et

Vz(5(z) Dz=eV3xIy (C(x) ANS(y) Nz = x.y))



@ V3ime stringide teooriale lisada veel funktsioonisiimboli # ja
aksioomid

vxvy(S( YA S(y) D S(x#y))
Vx (S(x) D e#x = x)
VxVyVz (C(x) A S(y) A S(2) D (x.y)#z = x.(y#2))

Need defineerivad stringide konkatenatsiooni.

@ Induktsiooni abiga saab tuletada, et tiihi string on
konkatenatsiooni parem iihik (et ta on vasak iihik, on
aksioom):

Vx (S(x) D x#e =e)

@ Induktsiooni abiga saab tuletada, konkatenatsioon on
assotsiatiivne:

Ixvyvz(S(x) A S(y) A S(2) D (x#y)#z = x#(y#2))



